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РОЗРАХУНОК ЙМОВІРНОСТІ ДИСКРЕТНИХ СТАНІВ СИСТЕМИ ІЗ П'ЯТЬМА ОДИНИЦЯМИ 

ЗБИРАЛЬНОЇ ТЕХНІКИ 

Застосовано підхід, заснований на положеннях теорії випадкових марківських процесів, до визначення ефективності функціонування  

систем із дискретними станами, зокрема, для визначення імовірності відповідних станів, у яких може перебувати система. Розглянуто 

приклад системи, складеної з п‘яти одиниць збиральної техніки. Сформульовано задачу Коші для системи диференціальних рівнянь. 
Розраховано ймовірності перебування системи у дискретних станах.   
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Вступ. Для збирання зернових культур 

використовується складна і дорога техніка. Тому 

природно, що одним з пріорітетних завдань розвитку 

зернозбиральної техніки є підвищення її 

продуктивності.  

 

Аналіз стану питання. Питанню вдосконалення 

моделей розрахунку показників продуктивності  

збиральної техніки, зокрема, комбайнів присвячені 

праці багатьох вчених. Здебільшого в таких моделях 

використовується узагальнений показник – добова 

продуктивність комбайна, що враховує дію таких 

факторів як технічна продуктивність в заданих 

умовах, простої через невчасну подачу транспортних  

засобів, технологічні та технічні відмови, погодні 

умови впродовж доби тощо [1, 2, 3, 4]. Проте подібні 

моделі не дають змоги врахувати структуру 

неефективного використання часу зміни та дію 

обслуговуючих систем, а саме технічних підрозділів 

парків збиральної техніки і т.д., що доволі ефективно 

може бути змодельовано за допомогою стохастичного 

підходу. Тому у [5, 6] було обґрунтовано доцільність 

та методологію застосування випадкових марківських 

процесів у моделях визначення продуктивності  

технічних засобів із складанням математичної моделі.  

 

Постановка задачі. На основі підходу 

(застосування випадкових марківських процесів), 

сформульованого в роботах [5, 6] у статтях [7, 8] 

розглянуто модельний приклад для системи, утвореної 

трьома одиницями збиральної техніки. Розглянемо 

модельний приклад для системи, утвореної  із п'ятьох 

елементів.  

 

Виклад основного матеріалу. Розглянемо 

ймовірність відмов збиральної техніки. Оскільки ми 

маємо справу з невизначеними факторами відмов, які 

є випадковими величинами, у нашому випадку 

ймовірнісні характеристики цих величин можуть бути 

отримані з практики або відомі заздалегідь. Тоді для 

побудови математичних моделей застосовні так звані 

марківські випадкові процеси [5]. Тобто 

розглядатимемо такі випадкові процеси, для яких в 

будь-який момент часу 0t  ймовірнісні характеристики 

процесу в майбутньому залежать лише від його стану 

в даний момент часу 0t  і не залежать від того, коли і 

як система прийшла до цього стану [5].  

При цьому ми розглядатимемо процес із 

дискретними станами і неперервним часом. Тобто, 

вважаємо, що система, яка описує працездатність 

певної кількості одиниць збиральної техніки, може 

бути в різних можливих станах 1S , 2S , 3S , …, nS , 

які можна заздалегідь перерахувати і які 

характеризуються відмовою внаслідок поломок і 

позапланових ремонтів певної кількості одиниць цієї 

техніки. Вважаємо, що перехід зі стану працездатності 

в стан поломки відбувається раптово, стрибкоподібно, 

практично моментально, тобто стани дискретні. 

Оскільки моменти переходів зі стану в стан не є 

керованими, а невизначені, випадкові, то такі 

переходи можливі в будь-який момент часу. Таким 

чином ми будемо розглядати лише процеси з 

дискретними станами й неперервним часом. 

На основі стохастичної моделі [7] складемо 

систему Колмогорова для розрахунку ймовірності 

перебування системи, складеної з п'ятьох одиниць 

збиральної техніки, у можливих дискретних станах 

при управлінні проектами збирання 

сільськогосподарської продукції.  

Для цього запишемо можливі дискретні стани 

цієї системи:  1S  – усі чотири одиниці справні; 2S – 1-

ша одиниця ремонтується, 2-га, 3-тя, 4-та та 5-та є 

справними; 3S – 2-га одиниця ремонтується, а 1-ша, 3-

тя, 4-та, 5-та є справними; 4S – 3-тя одиниця 

ремонтується, а 1-ша, 2-га, 4-та, 5-та є справними; 

1S , 5S – 4-та одиниця ремонтується, а 1-ша, 2-га, 3-тя, 

5-та є справними; 6S – 5-та одиниця ремонтується, 1-

ша, 2-га, 3-тя, 4-та є справними; 7S  – 1-ша та 2-га 

одиниці ремонтуються, а 3-тя, 4-та та 5-та є 

справними. Повний опис станів не подаємо через 

громіздкість запису. Скажемо лише, що усіх станів 

системи є 32, причому стан 32S  означає, що всі 5 

одиниць ремонтуються. Припускаємо, що середній час 

ремонту одиниці с/г техніки не залежить від того, чи 

ремонтується одна одиниця, чи кілька відразу. Також 

вважаємо, що, наприклад, перехід системи зі стану 1S  

у стан 7S  можливий лише через стани 2S та 3S . Тобто 

вважаємо, що всі одиниці виходять із ладу незалежно 
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одна від одної, ймовірністю одночасного виходу їх із 

ладу нехтуємо. 

Тут λi
 (і = 1..5) – інтенсивності потоків подій, 

що сприяють відмовам відповідно першої, другої, 

третьої, четвертої та п'ятої одиниць техніки;  

μ i
(і = 1..5) – інтенсивності потоків подій ―закінчення 

ремонту‖ відповідно першої, другої, третьої, четвертої 

та п'ятої одиниць збиральної техніки. 

Розглянемо систему S, яка має тридцять два 

можливі стани 
1

S , 2S , …, 32S . Через )(tpi  

позначатимемо ймовірність перебування системи S в 

момент часу t у стані iS  (i = 1..32). Для будь-якого 

моменту сума всіх ймовірностей станів дорівнює 

одиниці. 

Можна знайти всі ймовірності станів )(tpi  як 

функції часу. Для відшукання ймовірностей станів 

)(tpi  складемо систему диференціальних рівнянь  

Колмогорова [7]. Складемо перше рівняння. 

Розглянемо одну з ймовірностей станів, наприклад 

)(1 tp .  Це – ймовірність того, що в момент t  система 

буде в стані 1S , тобто всі п'ять одиниць техніки 

будуть справними. Надамо t малого приросту t  і 

знайдемо )(1 ttp   – ймовірність того, що в момент 

tt  система перебуватиме у стані 1S . Очевидно, це 

може трапитися за таких обставин: 1) в момент t 

система уже була в стані 1S  і за час t  не вийшла з 

нього; 2) в момент t система була в стані 2S , а за час 

t перейшла у стан 1S ; 3) в момент t система була в 

стані 3S , а за час t  перейшла у стан 1S ; 4)  в момент 

t система була в стані 4S , а за час t перейшла у стан 

1S ; 5) в момент t система була в стані 5S , а за час 

t перейшла у стан 1S ; 6)  в момент t система була в 

стані 6S , а за час t перейшла у стан 1S  . 

Знайдемо ймовірність першого варіанта. 

Ймовірність того, що в момент t система знаходиться 

у стані 1S , дорівнює )(1 tp . Цю ймовірність потрібно 

помножити на ймовірність того, що за час t  жодна з 

одиниць техніки не вийде з ладу (система не перейде 

ні у стан 2S , ні у стан 3S , ні у стан  4S , ні у стан 5S , 

ні у стан 6S . Інтенсивність потоку подій, що виводить 

систему із стану 1S  дорівнює 
1 2 3 4 5λ λ λ λ λ      . 

Отже, ймовірність того, що за час Δt система 

вийде зі стану 1S , є рівною 
1 2 3 4 5( ) t      , а 

тому ймовірність того, що  за час t  система не вийде 

зі стану 1S : 1 2 3 4 51 ( ) t       . 

Таким чином, ймовірність першого варіанта 

становить    1 2 3 4 51p t t         . 

Знайдемо ймовірність другого варіанта. Вона 

дорівнює ймовірності того, що  в момент t система 

була в стані 2S , а за час t  перейшла у стан 1S , тобто 

вона дорівнює 
2 1( )p t t  . 

Аналогічно ймовірностями третього,  четвертого, 

п'ятого, шостого варіантів є відповідно ймовірності  

3 2( )p t t 
, 4 3( )p t t 

, 5 4( )p t t 
і 6 5( )p t t 

.  

Додаючи всі ці ймовірності, отримаємо: 

 

 

   

     

   

1

1 1 2 3 4 5

2 1 3 2 4 3

5 4 6 5

1

μ μ μ

μ μ .

p t t

p t t

p t t p t t p t t

p t t p t t

  

              

      

   

 (1) 

Після нескладних перетворень в (1) отримаємо 

диференціальне рівняння для )(1 tp : 

 
1

1 2 2 3 3 4 4 5

5 6 1 2 3 4 5 1( ) .

dp
p p p p

dt

p p

     

      

 (2) 

Аналогічно записуються диференціальні 

рівняння для всіх інших станів.  Долучивши до них 

рівняння  (2), отримаємо систему диференціальних 

рівнянь для ймовірностей станів. Через громіздкість 

запису системи 32-х рівнянь її тут не приводимо.    

Щоб розв‘язати систему рівнянь Колмогорова та 

знайти ймовірності станів, передусім потрібно задати 

початкові умови. Якщо точно відомий початковий 

стан системи iS , то у початковий момент (при 1,0t  

год) 1)( tpi , всі інші початкові ймовірності є 

рівними нулю.  

У нашому випадку природно припустити, що в 

початковий момент часу всі п'ять одиниць техніки є 

справними, тобто розв‘язуватимемо систему 

Колмогорова при таких початкових умовах:  

 
1( ) 1p t  , ( ) 0ip t  , ( 2 32)i    (3)  

Будемо розглядати інтенсивності 
1( )t , 

2 ( )t , 

3 ( )t , 
4 ( )t , 

5 ( )t  як фунції від часу, що 

підпорядковані закону розподілу Вейбулла. Це 

підтверджується даними спостережень [9]. Функції 

інтенсивності відмов моделюють у вигляді  

  1

0t t    , де 
0 , і   числові параметри закону 

розподілу Вейбулла [10]. 

Для визначення параметрів 
0λ , і функції  λ(t) 

використаємо математично оброблені статистичні дані 

[9] та  метод найменших квадратів. Після знаходження 

числових параметрів функції ( )i t матимуть вигляд: 

 

 

 

 

 

 

1,88193

1

1,85615

2

1,91494

3

1,91494

4

2,06554

5

877,96 ,

816,84 ,

838,66 ,

838,66 ,

1699,66 .

t t

t t

t t

t t

t t











  

  

  

  

  

 (4) 

Зробимо модельне припущення, що інтенсивність 

потоку подій, що сприяють виходу зі стану поломки 

не залежить від часу, тобто, знайдемо значення 1 , 
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2 , 
3 , 

4 , 
5 . Для цього розглянемо конкретні 

марки зернозбиральних комбайнів «Нива ффект», «CS 

520, New Holland», «CS 640 RS,  New Holland», «CX 

840, New Holland». На сучасному на ринку України 

налічується біля 50 тисяч зернозбиральних комбайнів, 

які відрізняються як технічними, так і вартісними 

показниками [9]. На основі хронометражних 

спостережень за роботою зернозбиральних комбайнів, 

що працювали в умовах сільськогосподарських 

підприємств Львівщини, зібрані та математично 

опрацьовані статистичні дані про згадані часткові 

функціональні показники комбайнів (усунення 

технічних відмов) [9]. Зокрема    

 
1 1,75  ,

2 2  ,
3 2,25  ,

4 2,5  ,
5 2,75   (5) 

Отримуємо систему диференціальних рівнянь з 

нелінійними коефіцієнтами  

 1( )t
, 2 ( )t

, 3 ( )t
, 4 ( )t

, 5 ( )t
. 

Отже, маємо сформульовану задачу Коші для 

системи диференціальних рівнянь з початковими 

умовами (3), яку розв‘яжемо числовими методами за 

допомогою програмного пакету Maple. 

 

Рис. 1   Залежність від часу ймовірностей виходу техніки з ладу.

Отримали табульовані розв‘язки, частину з яких 

(16 з 32) подаємо тут у вигляді графіків (див. рис. 1). 

На основі аналізу співвідношень ймовірностей на рис. 

1 встановлено як змінюються ймовірності станів 
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системи з плином часу. Отримані результати за умови 

відомої номінальної продуктивності кожної одиниці 

техніки дозволяють обчислити математичне 

сподівання швидкості збору врожаю наявним парком. 

Відтак, при заданому інтервалі надійності збору 

врожаю на визначеній площі можуть бути 

сформульовані параметри, за якими можна оцінити 

достатню кількість одиниць парку збиральної техніки. 

 

Висновки. Показано, що на різних проміжках 

часу ймовірності перебування системи чотирьох 

одиниць у відповідних дискретних станах суттєво 

відрізняються. Зокрема, встановлено, що 
1p   

ймовірність того, що всі п‘ять одиниць збиральної 

техніки будуть справними – є найбільшою, хоч і 

достатньо швидко зменшується у перші 10 годин 

роботи системи. У наступні 20 годин роботи значення 

цієї ймовірності досягає свого мінімуму. Після 30-и 

годин роботи системи 
1p  знову швидко зростає, 

значно перевищуючи ймовірності інших станів, 

Ймовірності інших станів мають в перші 20-40 годин 

роботи системи зростаючий характер, після чого 

поволі спадають. Отримані результати дозволяють 

оцінити середню продуктивність парку збиральної 

техніки у кожен момент часу. Це дає можливість 

оптимального формування парку на період збору 

врожаю.  
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